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1. Introduzione. I risultati di questo seminario sono stati ottenuti in collaborazione 
con B. Franchi e con N. Kutev, dell’ Accademia delle Scienze Bulgara di Sofia. 

Abbiamo studiato il problema dell’ esistenza di soluzioni convesse non banali per l’ 
equazione di Monge-Ampère 


(1) det (D?u) = f(2,u). inQ, u=0su09 


in un dominio limitato uniformemente convesso Q Cc R”, n > 2. Supporremo sempre che, 
per un fissato a € (0, 1), il secondo membro f (= f(x, 2)) sia di classe C1(Q x (-00,0)) N 
C®=(A x (-00,0]). Richiediamo inoltre che, per ogni fissato x € A, f sia una funzione 
noncrescente in z che soddisfi la seguente condizione: 


(2) f(x,2)> 0 per re A,2<0e f(7,0)=0per zed, 


cosf che (1) è verificata dalla soluzione identicamente nulla. Per esempio, la funzione 
f(c,u)=(—u)? per p> 0 0, più generalmente, 


(3) f(£,u) = a(x)(-u)P + b(2)(-u)° 


dove a, b sono funzioni differenziabli con continuità su A, a,b>0,a+b > 0,p,q = cost. > 0, 
soddisfa (2). 

In seguito ad una osservazione che il prof. Mancini ha espresso durante l’ esposizione 
del seminario, abbiamo provato anche un teorema di non esistenza di soluzioni convesse 
del problema (1) che completa il nostro principale risultato. 

Il problema (1) è stato completamente risolto da P.-L. Lions [Lio] nel caso f(x,u) = 
A(-u)", A = cost. > 0: 


(4) det (D°u) =A(-u)" inQ u=0 su09. 


In [Lio] si dimostra che esiste un unico autovalore positivo Ao tale che il problema (4) ha 
una soluzione convessa uo in C®!(Q)NC®(9). Inoltre, se u è soluzione di (4), deve essere 
U = Cuo per una certa costante c > 0. 

Risultati di esistenza per il problema 


(5) det (D?u)=(-u)?P in9, u=0 su8Q 


sono stati ottenuti in [KuR] per p < n e in [Ku] per p > n quando Q è una palla ed u è 
una funzione radiale (cfr. anche [D]). 

Dal nostro principale risultato segue che il problema (5) ha almeno una soluzione non 
banale per ogni p > 0, p # n, anche quando @ non è una palla. 

Mostreremo anche che il problema perturbato 


(6) det (D°u) = M(-u)"+(-u)?P inQ, u=0 su99 


ha una soluzione non banale per ogni A € (0, Ao) se p # n, dove Xo è l° unico autovalore 
del problema (4), mentre non ammette alcuna soluzione convessa per À > Ao. 


Essenzialmente, le difficoltà per risolvere il problema (1) sono dovute al fatto che l’ 
ellitticità dell’ operatore di Monge-Ampère degenera sulla frontiera e quindi si ha una 
perdita di regolarità delle soluzioni su 09. Anche i recenti risultati generali sulla regolarità 
per le equazioni di Monge-Ampère con secondo membro nonnegativo (cfr. [HZ]) non sono 
applicabili nella nostra situazione. Al fine di superare queste difficoltà, useremo l’ idea 
di Alexandrov e Bakelman sulle soluzioni generalizzate dell’ equazione di Monge-Ampère 
combinata con la teoria dell’ indice di punto fisso (cfr. per es. [Am]) per gli operatori 
compatti negli spazi di Banach ed alcuni recenti risultati di regolarità trovati da Caffarelli 
[C1,2] (vedi anche [U2]) per soluzioni di viscosità dell’ equazione di Monge-Ampère con 
secondo membro Hòlderiano. “ 

Ricordiamo che nella nota di Bakelman [Ba2], utilizzando teoremi sull’ indice di punto 
fisso, vengono provati risultati di esistenza per le soluzioni generalizzate per equazioni di 
tipo (1) con un termine semilineare dipendente anche da Du. 

Questo lavoro è organizzato nel seguente modo: il Capitolo 2 contiene l’ enunciato dei 
principali risultati, nel Capitolo 3 vengono date le corrispondenti dimostrazioni. 


2. Enunciato dei principali risultati. Il seguente teorema contiene il principale 
risultato di questo lavoro. 


Teorema 1. Supponiamo che £ sia un dominio di R”, n > 2, limitato ed uniformemente 
convesso con frontiera di classe CV! e, per un dato a € (0,1), f(= f(x,2)) e C!(Q x 
(-09;0)) N C®*(A.x (-00,0]) sia una funzione noncrescente in z per.ogni x. € I che 
soddisfi la condizione (2). î 

Se vale una delle due condizioni seguenti: 


(7.a) lim sup f(2, 2)/|z|" < Ao, net tea” >iÀ0 
|z| 00 3 lie 
lo) 
(7.b) lim inf f(x, 2)/\z|" > Ao, limsup f(2,2)/Iz|" < Ao 
z| 400 ‘ |2|+0- 


uniformemente in x € A, dove Ao è 1° unico autovalore del problema (4), allora (1) ha 
almeno una soluzione convessa non banale u € C®1(0) Neo), 
Inoltre, se f € C(Q x (—-00,0]) allora u € C*1(Q) N C(I). 


OSSERVAZIONE 1. Il Teorema 1 non garantisce l’ unicità della soluzione non banale. D’ 
altra parte, solo nel caso dell’ equazione (5) è stato provato in [Lio] un risultato di unicità 
per p = n, mentre in [Ku] l’ unicità della soluzione non banale è stata provata solamente 
per p< n. Per p> n, il problema è ancora aperto. gi 


Notiamo che, in generale, non è possibile lasciare cadere le ipotesi (7.a) e (7.b); infatti 
se la funzione 2 + f(x, 2)/|z|" non taglia la quota Ao, allora il Problema (1) può non avere 
soluzione. Più precisamente vale il seguente risultato di non esistenza: 


Teorema 2. Supponiamo che © ed f verifichino le ipotesi qualitative del Teorema 1. 
Se esiste u > 0 tale che vale una delle due condizioni seguenti: 


(8.a) f(x,2)/|z|" < U< Ao, perreNez<0 


lo) 
(8.b) f(x,2)/l2l° > 4> Ao, perreNez<o 


allora il Problema (1) non ha alcuna soluzione convessa non banale ( in C°(Q)). 
Inoltre, se f € C°°(A x (—-00,0]) allora ue C®1(A)NCC(0). 


La prova dei seguenti risultati per le equazioni (3) e (6) è una diretta conseguenza dei 
Teoremi 1 e 2. 

Corollario 3. Supponiamo che 9 sia un aperto limitato uniformemente convesso di R®, 
n 2 2, con frontiera di classe C»!. Allora il problema 


det (Du) =a(x)(-u)P+b(x)(-u)? in9, u=0 su99, 


dove a,b e C1(A), a,b>0,a+b>0ind e p,q € (0, n) oppure p,q € (n, ), ha almeno 
una soluzione convessa non banale u € C®1(2) N C*“(9), dove a < min{p,q,1}. 
Inoltre, se a,b € C°°(Q) allora u e C®1(Q)NC®(A). 


Corollario 4. Supponiamo che 9 sia un aperto limitato uniformemente convesso di R", 
n 2 2, con frontiera di classe CV1. Allora il problema 


(6) det (D°u) = A(-w"+(-u)P in Q, u=0 su 09 
ammette una soluzione convessa non banale u € C®!(Q) n C®(9) per ogni A € [0, Ao) se 


D# n, dove Ao è l’ unico autovalore dell operatore di Monge-Ampère (4) ([Lio]). 


Le ipotesi del Corollario 3 richiedono che gli esponenti p, q siano entrambi minori di n 
o maggiori di n; se invece 0 < p < n < g, allora (7.a) e (7.b) non sono verificate ed il 
Teorema 1 non si può più applicare. Tuttavia vale il seguente teorema di perturbazione. 


Teorema 5. Supponiamo che £ sia un aperto limitato uniformemente convesso di R”, 
n 2 2, con frontiera di classe CV»! Allora il problema 


det (D°u) = a(-uP+b(-u? in9 u=0 su 09, 


dove a,b = cost.> 0e0<p<n<q, ammette almeno una soluzione non banale convessa 
ue C1(Q)NC(N) sea € (0,a*) ob e (0,5*), dove a*, b* sono costanti suffucientemente 
piccole. - i 


OSSERVAZIONE 2. Il Teorema 5 può essere esteso ad equazioni più generali, con secondo 
membro dipendente anche da x. 


Il precedente teorema può essere dimostrato (vedi Capitolo 3), con un metodo basato 
sulle omotopie utilizzando il seguente risultato. 


Teorema 6. Supponiamo che £ sia un dominio di R", n > 2, limitato ed uniformemente 
convesso con frontiera di classe C*! e, per un dato @ € (0,1), f(= f(7,2)) € CHA x 
(-00,0)) N C®*(A x (—00,0]) sia una funzione noncrescente in 2 per ogni x € A che 
soddisfi la condizione (2). 

Allora per ogni r > 0 esiste p > 0 tale che il problema 


(9) det (D°u) = uf(c,u) inQ, u=0su092 


ammette almeno una soluzione convessa non banale u € C®4(Q) n C*©*(Q), con norma 
lul=r. ° | 
Inoltre, se f € C®(Q x (—00,0]) allora u € C*1(Q)NC®(9). 
3. Prova dei principali risultati. 


Dimostrazione del Teorema 1. Sia E lo spazio di Banach delle funzioni continue su A nulle 
al bordo 90: E = {v e C(A);v = 0 su 00} dotato della norma usuale di C(Q) e sia P CE 
il cono positivo delle funzioni convesse. Per ogni v € P definiamo l’ operatore v + Tv che 
associa a v l’ unica soluzione convessa generalizzata u del problema di Dirichlet 


{ det (Du) = f(2,0) inQ 


10 
No) u=0 su 09. 


La soluzione generalizzata di (10) è continua su @ (cfr. [Al],[Ba2], [C1,2]) e quindi 
Tv € P. Inoltre, se v #0, allora dalla convessità di v segue che v < 0 in Q. Di qui, 
per la regolarità delle soluzioni generalizzate, segue che Tu € C*!(9). La prova di questo 
risultato è accennata per esempio in [U1] ma per completezza ne diamo una dimostrazione 
qui di seguito. 

Indichiamo con w la soluzione del problema di Dirichlet 


{ det (D°w) = f(c,-|vl) inQ 
w=0 su 09. 


Per la nostra ipotesi di monotonicità si ha, f(2,—|lv|) > f(7,v(x)) in Q, cosî che, per il 
principio del confronto per soluzioni deboli (vedi per es. [Lij], Teorema 2, o [U2]), risulta 
Tu > win. Sia ora y un punto di 09; dalla precedente stima segue 


_ Tu@) = Tula) _ w@) — wo) 


0< < 
lx — gl lc — gl 


Ma la derivata normale su 09 esiste per la convessità di Tv; quindi 
le) lo) 
<— <— 
0< 5 (Tu) (M) < TU), 


per ogni y € 99. Perciò, ricordando che le derivate tangenziali sono identicamente nulle 
sulla frontiera, si ha: 


ID(Tv); 00]| < |Dw, 00] = c({lvu]]) < 00 


e, ancora a causa della convessità, 
Tv; C®1(9)] < |D(Tv); 29]| < c(llv]) < co. 


Quindi 7 è un operatore positivo compatto da P in P. 

Per provare l’ esistenza di una soluzione generalizzata del problema (1), mostreremo che 
l’ operatore T' ha un punto fisso non nullo in P. A questo fine faremo uso dell’ indice di 
punto fisso (vedi ad es. [Am], cap. 11). 

Siano A CI C Nr, dove 2,929 sono domini uniformemente convessi con frontiera di 
classe C11 sufficientmente prossimi ad © e siano u; € C®1(9;) N C®(9), i = 1,2, le 
soluzioni convesse, di norma unitaria, del problema agli autovalori 


{ det (D2u;) = Ai(-u;)" in Qi 
u;= 0 su 0, i=1,2. 


corrispondenti agli autovalori Ag < Ao < Ai. Quando 9,0, sono sufficientmente prossimi 
ad Q, allora anche \1,A2 sono vicini a Ag. Poichè senza perdita di generalità possiamo 
supporre che 0 € Q, la precedente affermazione segue dal risultato in [Lio] attraverso un 
semplice cambiamento di variabili x = 4yY, dove u è una constante prossima ad 1. Pertanto, 
senza perdere generalità, possiamo supporre di aver scelto L1, Q2 in modo che valgano le 
seguenti disuguaglianze: 


(7.a') limsup f(x, 2)/|z[" < Aa, mini f(2,2)/l2/" > Ai 
|z|-00 str 
o 
(7.b') Den inf f(x,2)/|z2|" > Ai, limsup f(x,2)/|z|" < Ao 
|*00 |2]_-0 


uniformemente per x e A. 

Supponiamo che valga (7.a/) e fissiamo due costanti 0,P,0<0 < p; indicheremo con 
X= {ue Pju< cu; in, pun <uin 9}. Se o è piccolo e p è grande, allora X #0eX 
è un sottoinsieme chiuso e convesso di E. 


(i) X # 00) :per definizione, esiste v € P, w strettamente convessa, tale che w=0 su 
OO, 4 < 0 inQ. allora esiste 0 > 0 tale che 


max < p min|ua|; 
ax [4] < p minlual 


d’ altra parte, esiste o > 0 tale che in Ai 


o max|u|< min|y| 
Qi Qi 


e quindi y appartiene a X. 

(ii) ovviamente X è chiuso, dal momento che P è chiuso. Analogamente, se u, v € X e 
A, 4 € [0,1], A+ = 1, allora \u+ uv € P e, per esempio, \u+ uv > Apu2 + ppur 
in Q. Perciò X è convesso. 


Allora, pe il Teorema di Dugundji (cfr. ad es. [Am] cap. 11), X è un retratto di E. 

Poniamo ora U = {u € Pju < cu; inQi, pur < uinQ}. Risulta U C_X; inoltre, 
rispetto alla topologia di X, U è aperto. Infatti, sia v appartenente ad U. Osserviamo 
che u < cu; su 0L; e u non si annulla mai in Q. Quindi e1 = ming, {ou — u} > 0. Un 
analogo procedimento prova che e2 = ming{u — pu2} > 0. Allora, se v € X e [|u— vl < 
e = min{€1, €2}, risulta v € U, e l’ affermazione è provata. 

Proveremo ora che, se scegliamo opportunamente p e , T è un operatore compatto da 
X ad X. Ovviamente, basta provare che, se u € X, allora 


(11) Tu > pu inQ, Tu< ou; in Ii. 
Per ipotesi, se z < zo, si ha f(x,2)/|z|" < A2; d’ altra parte, se x € Q, risulta 


puz(r) < piugsta < Z0 


quando p è grande, dato che maxg uz < 0. Allora, se x € Q, 
det (D°Tu(x)) = f(x, u(x)) < f(x, pu2(2)) < Az(-pu2(2))" = det (D°puz). 


Poichè sulla frontiera 0 = Tu > pu su 99, dal principio del confronto per soluzioni 
generalizzate (vedi per es. Teorema 2 in [Lij] e anche [U2]), segue che 


Tu> puzinQ 


e la prima parte dell’ asserto è provata. 
Analogamente, per ipotesi f(x,z)/|z|" > Ai se zo < 2 < 0; d’ altra parte, se x € Ai, 
allora 
0> cui(c) > o minu > 20 
1 


quando o è piccolo. Allora, se x € Q 
det (D°Tu(x)) = f(c,u(7)) > f(e, cu1(7)) > A(-0u1(2))" = det (D?07u1). 
Poichè sulla frontiera 0 = cu; > Tui, risulta infine che 
Tu < ou; in U 


e (11) è completamente provata. 

Senza perdita di generalità, possiamo assumere che 7 non abbia punti fissi su 0U, poichè 
un punto fisso u € QU sarebbe una soluzione debole non banale del nostro problema, dato 
che u < cu < 0inQi1. 

Possiamo applicare il Teorema 11.1 in [Am] per definire 1’ indice di punto fisso i(T, U, X) 
di T su U rispetto ad X. Per il Corollario 11.2 dobbiamo solamente provare che i(7,U,X) 
# 0. A questo scopo, consideriamo l’ applicazione compatta g : [0,1] x Ù + X definita 
come segue: 

g(r,u)=7TTu+(1-7)w% 
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dove la funzione 4 € U è quella che abbiamo definito precedentemente, quando abbiamo 
mostrato che X è non vuoto. Notiamo che 9(7,u) € X poichè Tu e 4 sono in X che a sua 
volta è un sottoinsieme convesso di E. Se g(7,u) # u per ogni 7 € [0, l)e u € 8U, allora, 
per l’ invarianza omotopica dell’ indice di punto fisso, si ha i(T,U, X) = i(g(1, -),U,X)= 
i(g(0, -),U,.X) = i(p,U,X)=1 (1’ ultima uguaglianza segue dalla normalizzazione dell’ 
indice di punto fisso: vedi [Am], Teorema 11.1). Quindi, l’ esistenza di un punto fisso per 
T inU è dimostrata se g(7,u) £ u per ogni 7 € [0,1) e u € QU. Supponiamo per assurdo 
che esistano tali 7 e u. Allora 


u=71Tu+(1-7)%. 


D’ altra parte, o esiste r1 € O tale che u(z1) = cu1(71) oppure esiste 79 € Q tale che 


u(x2) = puz(r2), dato che u gU. Supponiamo, per esempio, che esista un tale 1. Allora, 
per (11), 


To (T1)+(1— 7)W(21) > Tu) +(1-7)%(c1) 
=u(21) = cu1(21), 


cosî che 
(1- P{W(21) — cu (21)} > 0. 


Ma % € U, e quindi y(1) < cu; (11) e questo è in contraddizione con quanto scritto sopra. 
Supponiamo ora che esista r9 € Q tale che (2) = pug(x2). Allora, per (11) 


» 


Tpu2(12)+(1— 7)W(x2) > rTu(x2) +(1- 7)%(x2) 
= u(£2) = puz(x2), 


cosî che 

(1- 7){w4(x2) — puo(x2)} < 0. 
Ma 4 € U e quindi %(x2) > puz(x2) e siamo di nuovo in contraddizione. Cosi la tesi è 
completamente provata. 


Supponiamo ora che valga (7.b’ )e fissiamo due costanti 0,0, 0 < p < o. Chiamiamo 

k = k(x) la funzione continua e convessa su È tale che 
(i) K=0su 09, 

(i) K>u per ogni ue P, ||u|=1, 

(iii) se A soddisfa (i) e (ii), allora A > K. 
Poniamo poi 7 = maxg, ke f(x, u) = min{f(x,u), f(x,0/n)}. Mostreremo che l’ operatore 
T associato a f ha un punto fisso u tale che lu] < 0/|n]; quindi v sarà anche un punto 
fisso per T. 

Definiamo 


X={ueP;ju>T(0o/n-1in 9}, 
U={ue P;u>T(0/n)-1lin 9}, 
U1 = {u € Pju> puz in A}, 

Un ={ueU;u<ou in du}, 
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Come prima, X è un retratto di E e U, U, e U2 sono sottoinsiemi (relativamente) aperti 
di X ed U; CU per i = 1,2, se p < 1. Mostreremo più avanti che T non ha punti fissi su 
OU e 0U;, i = 1,2, cosî e gli indici di punto fisso i(T,U, X), i(T,U;,-X) i = 1,2 sono ben 
definiti. 

Proviamo che T' ha un punto fisso suU\(U1UU2). Supponiamo per assurdo il contrario; 
per l’ additività dell' indice di punto fisso ([Am],Teorema 11.1, (ii)), tenendo conto del fatto 
che UN U3 = 0, risulta 


(12) i(T,U,X)= i(T,U1,X)+i(T,U2, X). 


Per prima cosa, calcoliamo i(T,U,X). Per l’ invarianza omotopica dell’ indice, se 1’ appli- 
cazione Li 

(r,u) > F(r,u)=7Tu, 0<7T5<1 
non ha punti fissi su QU, allora i(7,U,X) = i(0,U,.X) = 1. Infatti, se u € QU verifica 
u= rTu, allora esiste 7 € A tale che u(7) = T(c/n)(7) — 1. D’ altra parte 


u(7) = rTu(z) > Tua) > T(o/n(2), 
a causa del fatto che 
det (D°Îu) < f(x,0/n) = det (D°Î(0/m) inQ 


e che Tu=0= T(0/n) su 99. Siamo cosî arrivati ad una contraddizione. 

La stessa omotopia F garantisce che anche i(T,U1, X) = 1, se TT non ha punti fissi 
su QU;; e questo è vero se si sceglie p sufficientmente piccolo. Per dimostrare questa 
affermazione possiamo ragionare come prima: sia 7 € [0,1], u € QU: tale cheu = Tu; 
allora esiste 7 € A tale che u(7) = puz(#). Inoltre, u > puz in A, per la definizione di U,. 
A causa della seconda ipotesi in (7.b’), se p è sufficientmente ifecole, risulta 


det (D°Pu) — det (D°pua) = f(2,tu) — Aalpual" < A: (lu[" — lpuz|") <0 
in 9. Quindi Tu > pur su A, poichè Tu=0> pu? su 9A. In particolare, per x = £ si ha 
pur(t) = u(7) = rTu(x) > rpur(t) > pur(£) 


che porta ad un assurdo. Pertanto deve essere i(T,U1,X)= 1. 
Dimostriamo ora che anche î(T°,U2,-X) = 1, (se o è sufficientemente grande). In questo 
caso consideriamo l’ omotopia 


(r,u) > G(7,u)= rTu-(1-7)T(0/n). 


Osserviamo esplicitamente che T(0/n) = T(0/n) appartiene a U2, cosi che i(G(0, u), U2,X) 
= 1. Quindi, se G(7, -) non ha punti fissi su 0U», allora anche i(T,U2,X)= 1. Supponiamo 
per assurdo che esista u € QU2 tale che u = G(7,u) per un certo 7 € [0, 1]. Notiamo 
preliminarmente che T(0c/n) -—1<uinQ,eu&< cu; ini. Inoltre deve valere una 
(almeno) delle seguenti affermazioni: 


(a) esiste © € A tale che T(c/m)(7) - 1= u(T); 
(8) esiste 7 € A tale che cu1(7) = U(7). 
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Se si verifica il caso (a), possiamo procedere nel modo seguente: 
T(o/m(7)-1=u(7)=rTu2)+(1-)T(0/m) 


cosi che 
ser (Pula) sE T(0/m) 


Ma questo è in contraddizione con il fatto che, per il principio del confronto, si ha Tu(£) _ 
T(o/n) > 0, in quanto 


det (D°Pu) < f(x,0/n) = det (D°T(0/m)) 


in Q e le due funzioni si annullano sulla frontiera. 
Supponiamo che invece valga (68). Risulta 


ou1(7) = ug) = Tu) +(1- NT (7/M(7) 
(13) < rou1(7) +(1- 7)T(c/m(7), 


se o è sufficientmente grande. Infatti, poichè lu(2)] > ojui(2)| in A, si ha [lu] > o. 
Quindi (essendo u una funzione convessa), se x € A, 


lu(2)] > [lu] |k(2)] > olnl, 


cosi che, se o è sufficientmente grande, f(x,u(x)) > Ailu(x)|® per ogni x € A. Risulta 
allora: 
det (D°Tu) — det (D°0u1) > A (Jul — |ou1|") > 0 


in A; e poichè Tu< cu; su 09; si ha Tu < cu; su Î. Abbiamo così verificato la (13), 
da cui segue che 


o(1- 7)u(7) < (1- NT (0/m (7). 
D' altra parte, 0/|n| > o|n| (dato che |n| < 1) e quindi f(2,0/m) > Ai|o/n|" (per la nostra 


scelta di 0); quindi,ancora per il principio del confronto, T(0o/n) < cu, in A. In questo 
modo perveniamo ad una contraddizione, e quindi 


i(T,U2,X) = i(G(1,:),U2,X)= i(G(0, );U2,X)=1 


dato che T'(0/n) € Ua. 

Osserviamo che, scegliendo 7 = 1, abbiamo provato in particolare che T' non ha punti 
fissi su 0U, OU1, QU2, e che pertanto gli indici sono ben definiti. 

Sostituendo in (12) gli indici che abbiamo appena calcolato, otteniamo un’ evidente 
contraddizione e quindi abbiamo provato l’ esistenza di un punto fisso u = T'u non banale 
in quanto u non appartiene a U1. Per provare l’ esistenza di un punto fisso per T, basta 
soltanto verificare che |lu|| < 0/|n|, cosi che f(x,u) = f(x,u) su È. Sicuramente esiste 
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almeno un punto 7 € A tale che u(7) > cu:(7), poichè u € U \ U2. Osserviamo che 
cui(T) >—0 e u() < |ullK(z) < [lu] m< 0. Quindi 


lull < u(£)/m < u1(2)0/n < 0/Inl. 


Esiste quindi un -punto fisso non banale u per T. Inoltre, u < 0 in Q, essendo u una 
funzione convessa e quindi u è una soluzione generalizzata del problema di Dirichlet (1). 
Ora, per la condizione (2), il secondo membro f(-,u) è strettamente positivo in £ ed è 
Lipschitziano in A. Poichè le soluzioni generalizzate dell’ operatore di Monge-Ampère con 
secondo membro continuo sono soluzioni di viscosità ((C1]), possiamo applicare il risultato 
di regolarità interna di Caffarelli [C1] per secondi membri Hélderiani. Pertanto, per il 
Teorema 2 di [C1],si ha che u € C*4(Q) n C*®(9). Inoltre, se f è regolare, allora anche u 
è regolare in Q, per i classici risultati di regolarità per equazioni ellittiche. 


Dimostrazione del Teorema 2. Supponiamo per assurdo che esista uo € C°(A) soluzione 
convessa non banale del Problema (1). Procedendo come all’ inizio della prova del Teorema 
1, si può dimostrare che u è lipshitziana in (2 e che esistono due costanti c, C' > 0 tali che 


du 
c< |a < C su dA. 


Se indichiamo con uo la soluzione del Problema (4) per A = Xo, tale che ||uo]| = 1, allora 
per la compattezza di £, esiste o > 0 tale che uo < u < 0 in 0. Poniamo 


co = info > 0;0u <u<0. 


Ovviamente co > 0. A causa di (8.a) e della monotonicità di f(x, -) si ha: 


n 


: o 
f(c,u(1)) S f(x, oowo()) < ulovwo(2)I" < A0|7 too) 
per € sufficientemente piccolo. Quindi 
det (D°u) = f(2,u) < Ao Tg to(a) = MA7 uo(2) inQ 


To 
= = O. 
U=T7 quo(r) 0sud 


Per il principio del confronto risulta allora 


To 
l+e 


vo(r) <uinQ 


e questo è in contraddizione con la scelta di oo. Il caso (8.b) si dimostra nello stesso modo, 
se definiamo 
Po= supp >0;u< puo < 0. 
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Dimostrazione del Teorema 5. Sostituendo la funzione incognita w(x) = a/@-?)1(z), il 
problema considerato nel Teorema 5 è equivalente a 


det (D°u) = u(-u)° + (-u)? inQ, u=0 su099, 


dove 1 = ab. Quando y è piccolo, ovvero quando a o b sono sufficientmente piccoli, possi- 
amo trovare una soluzione non banale del precedente problema. Siano I e I sottoinsiemi 
aperti convessi di R” tali che Q, CC Q CC N. Allora si può verificare facilmente che, per 
il Teorema 6 e qualche elementare argomento di omogeneità, esiste u» soluzione convessa 
del problema 


. det (D°u2) = u2(-u2)9 + (-u2)P = fa(uz) inQa, un=0 su 00, 


per una opportuna costante {19 > 0. Inoltre, per il Teorema 1, esiste ui soluzione convessa 
«del problema ; ° I, i 


det (D?u1) =; Caf = fi(u) inQ, vu =0.su09;. 


Senza perdere in generalità, possiamo supporre che vu < 1 in A. Altrimenti (supponendo 
che l’ origine appartenga a 0), indichiamo con w la nuova funzione 


w(x) = c?"/P-m up (cx), 


dove c è una (piccola) costante positiva. La funzione w è una soluzione convessa del 
problema 


det (D°w) = pg? (1-P)/(n-P)(_ay)? + (-w)P inA, w=0 sud9, 
dove Q = {x} cx € No}. D’ altra parte 


max w < c?/(p_n) max 2, 
Qi Qi 


e quindi possiamo scegliere c in modo che w < u; inQ,. 
Procedendo come nella Dimostrazione del Teorema 1, poniamo 


X={ueP;u<u1inA,u>uzin 9), 
U={ue€ P;u< uu; in A, u> uo in Q}. 


se 4 € (0, 2) indichiamo con Tv la soluzione w del problema 
(14) det (Du) = u(-0)°+(-v)P = f(v) inQ9, u=0su00. 
Ora (come nella Dimostrazione del Teorema 1), per il principio del confronto, T' non-ha 


punti fissi su OU. Inoltre, X è un sottoinsieme chiuso convesso e non vuoto di E ed U è 
un sottoinsieme (relativemente) aperto di X, cosi che l’ indice di punto fisso i(T,U, X) è 
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ben definito. Sia un fissato elemento di U, possiamo scegliere per esempio la soluzione 
di (14) con y=0 (ricordiamo che la soluzione è unica perchè p < n, per [Ku], Capitolo?). 
Consideriamo ora l’ omotopia 


G(7, u=7Tu+(1-7)v. 


Sia v un elemento di X; poichè fi(u1) < f(v) in A e fa(u2) > f(v) in Q, per il principio 
del confronto, ragionando come nella Dimostrazione del Teorema 1, è possible mostrare che 
G(7,-) non ha punti fissi su 0U. Così, per l’ invarianza omotopica dell’ indice, i(T,U,X)= 
1 e quindi il problema (14) ha almeno una soluzione u. Inoltre, la regolarità di u si ottiene 
esattamente come nella Dimostrazione del Teorema 1. 

Di qui, la Dimostrazione del Teorema 5 si conclude, attraverso elementari argomenti di 
omogenietà, dal risultato che abbiamo appena provato per il problema (14). 


Dimostrazione del Teorema 6. Indichiamo con E, P e T gli stessi oggetti dell’ inizio della 
Dimostrazione del Teorema 1. Come in [Ku], Teorema 5 possiamo applicare il Teorema di 
Rothe ([Kr], p. 244, o [Ku], Teorema 5) all’ operatore T. A tal fine, osserviamo che T è un 
operatore compatto (come abbiamo visto precedentemente) e che T manda P in P, per il 
principio del confronto. Inoltre, si può dimostrare che, se ro è un numero positivo fissato, 
allora 
inf ||To>O0. 
veP.|v}=ro 
Chiamiamo k = k(x) la funzione continua e convessa su fì tale che 
(i) K=0 su 909, 

(ii) K>u per ogni ve P, fu||=1, - 

(iii) se A soddisfa (i) e (ii), allora h > K. 
Per il principio del confronto, risulta: 


T(rok)>Tv ind, 


poichè 
rok>v inî eTv=Tk=0 in09. 


Allora . 
[To] > ||T(rok)]| > 0 


.in Q per ogni v € P, ||v|| = ro. Quindi, per il Teorema di Rothe, esistono 1 > 0 e ug € P, 
: con ||uo]| = ro tali che Tuo = 41uo. Allora 


det (D°uo) = 47” det (D°u1uo) = 47” det (D°Tuo) = ui" f(x, uo) = uf(2,u0), 


e risulta provata l’ esistenza di una soluzione debole del problema (9). Da qui, la regolarità 
di uo segue esattamente come nella Dimostrazione del Teorema 1. 


[A] 
[Am] 
[AR] 
[Ba1] 
[Ba2] 
[C1] 
[C2] 

[D) 
[FKuP} 
[GT } 


HZ] 


[Kr] 
Ku] 
[KuR] 
[Lio] 
[Lij] 
P] 

{T] 
(U1] 


[02] 
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